Sulle condizioni iniziali che determiniano gli integrale della equazioni differenziali ordinarie by Niccoletti, Onorato
746  ONORATO  NICCOLE'l"l'I 
Sulle condizioni:  iniziali  che  detenninanfJ ,qli  integrali 
delle  equaz'ùmi  difFerenziali  ordinarie;" 
Nota di  ONORATO  NlCCOrJWl'~[,I IL  Modella, 
[-\}'  Al  'l  .  ';:l.  - cunl  ammi. 
1.  -- Sinno  a, b ...  l  doi  nUIllOl,j  l'aftli  qualunquo; lÌ, f) ..•  t-
dei  numeri  intiOl'i  o  positivi  (maggiori  od  tlguH,li  ad  1),  la  cui 
SOlllllut  bulichiamo  eOll  n:  poniamo  quindi: 
(1) 
:mssondo  n.llortt  l!'(;)~)  un  polinomio quuJunquo di grado n-l, 
o  ponendo  por  broviUl,: 
si  ha  la formula: 
(2) 
/1  l"(~') 
! Il (x) =  (;1:  '-'":"" h)'  ." 
-r  f(x)  ,  ..  ~. .. , 
essendo la somma estesa  a  tutti i  punti  a, b , .. l (*). 
La (2)  si  pui)  trasformare.  Si  ossorvi  infatti  cho  SI  ha: 
m(a) =  lim  cp(x) =  Hm  (x - ,,}a P{x) 
't"  f' (x) 
X=fl  X=l' 
(*)  Cf.  SEUltE'l',  Algebl·(t  IIllperiol'C',  ediz.  1885,  tOlUO  I,  pag'o  497  e JAoonr, 
0llcre,  voI. 111,  pl1g.  11. CONDIZIONI  INIZIAI,!  CllE  DEl'EI~MINA.NO  GLI  INTEGRALI,  ECC.  747 
e  per la regola  di  L'Hospital: 
donde  immediatamente: 
(2') 
che  dà sotto  una forma  molto  concisa la  decomposizione  della 
F(a:)  in elementi  SOlTlplici  (*).  f(;) 
Sviluppando le  derivazioni  indicate  nel  secondo  membro, 
vengono  in esso  a  comparire  le  quantità 
F(a), F'(a)  ... F(ct-1J(a)j .ù'(b),  E"(b) ... F({:1-·1l{b); ... ; F(l), F'(l)  ... F(A.-l)(l); 
e,  quando  questo  si  diano,  come  evidentomente  è  possibile, 
in .  modo  affatto  n,rhi tral'Ìo,  la  (2')  (moltiplicandone  primo  El  se-
condo  membro  per {(m)),  si riduce  ad una  formula  di Hermite, 
che  d~\.  lo,  forma  di  un  polinomio  di  grado n  - 1.  quando  siano 
assegnati  i  valori  del  polinomio  e  delle  sue  prime  et  - 1  deri-
vate per  x =  a,  del  polinomio  e  delle sue prime 8 - 1.  derivate 
per x =  b,  .....  del  polinomio  e  delle  sue  prime  À.  - 1  derivate 
per x =  l  (**) . 
. Un altro risultato notevole segue ancora dalla (2'). Poniamo 
(3)  . ]l'(X) - I>  ,  .. ,,-I + p. x"  -2 +  _L  j:J  •  - 0'..('  .  1  .,.  I  . n-l, 
e  moltiplicata la  (2')  per ((x),  confrontiamo  nei  due  membri 
il coefficiente  di  ,1)"  l.  Avremo  la formula: 
(4) 
donde  111  particolare: 
(*)  Int.egrando  si  hl1 ht forlllula,  notevole; 
j'  X(<l~~  da: =  L  _ò':::::~_  1a._]j'G~)-log  (a:: - a) ì  +  c. 
f (a:)  "  i'la.u- 1  l  f(U)«(t)  .  . 
(*~)  Cf.  " Giornale  eli  Crelle "'  voI. 84°,  pago 70. 748  ONORATO  NICCOLET'l'I 
Se  F(:v) è un polinomia di  grado  minore  di n-l,  si ha iden-
ticamente: 
per  F(:c) =  X"-l,  si  ha  irwece: 
(II)  ~~~=lC l ;::(I~;"" I  =  L 
Le formule  (l)  e  (H)  sono  In  generalizzazione di  notissime 
forIllulo  cl' algohl'a. 
2.  - Sin  ora l'  o(luazÌone  dilroronzÌaJo  di  ordine  n: 
(5)  !l")  :::::::-:  <p (a:). 
La funziona  y  do/initn  dall'  u'!llut[Jli({.n,:.~(t: 
(III) 
è 1f,n  integral(! della (5) clte  Iwrld'isfrt  alle  Iwndi,~'ilJlli 'iniziali .'leguenti: 
Nei punti  (t, b, c ...  l  lJ int(I,!/I'(tlt~  11  Ili  (tnnulla  ril;pettivrtnzente 
insieme  flolle  sue  lJdme  CL--' 1,  f3  - l, ...  À ,-- 1  derivrde. 
in  facilo  fare  In.  voriHca  .  . 
Deriva,ndo infatti la  (III)  p  vol\;e  rispetto  ad ;V,  con p < n, 
è  facile  vedere  cho,  por  ht (1),  In.  pn,rto  Vdva di  sogni integrali 
è  idonticamonte  nulla:  o  si 1m  allorn,  con  f::wili  riùuzioni: 
(6) 
(:l!!1  1  id.  i  p! 
'"  ".'",,=  ""'""'-.2 (-1)  "'" 
d:r,p  (n -I)! (l"  (p "-il! 
Z o  --if(  )  (  ..  :1: 
quando  poi  si  abbia  p =  n,  si  ha  dapprima: 
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in due  part.i, una con integrali,  l'altra  esplicita.  La prima parte 
è  identicamente nulla,  in  quanto  ogni integrale viene  moltipli-
cato  per la derivata nnl'!  di un polinomio di grado inferiore  ad n: 
la parte  esplicita si  riduce  in forza  della  (l)  a: 
Ma  por la  (2')  o  por  una  nota  proprietà  dei  coefficienti 
binomiali: 
"  ,,(  1)1'-1 (ti) - 1 .  L,1:  - 1~  -"  - , 
l 
.e  quindifinulmento: 
:iD  poi  chiaro  che la li  si  annulla ad es. per x=  et  insieme 
-colle  sue  prime  et  - l  dorivltte:  infat.ti,  finchè  p <  0:,  si  ha 
[ie-i)(a) =  O e  quindi  per la (6)  anche (  (l~!!)  = O;  se  invece 
dxp  "'=ll 
P =  a,  lHìlla  (Ii)  si annulla  In,  parte  che  si  rifet'Ìsce al punto a, 
ma non  lo  altro,  in  quanto  f«J.) (a) '"'1=0. 
Aggiungendo  alla funzione ydata dalla  (III)  il  polinomio 
di  Hormit.c  di gl'ado n - l, che assume valori assegnati insieme 
colle  sue  pl'iuw  a  - l  dorivate (o  risp. B-1 ...  À.  - 1) nel punto 
tE =  n  (e  1'i8p.  in  tE =  b,  ~  , .. l),  .'Ii  ha  un integrale dell'  equazione 
(5)  che  prende  nel  puntI)  a  valOl'i assefpzati (ct1'uitrari)  insieme colle 
sue  lJ1'ùne  a  - l  dM'i'1.'ate,  nel  pttnlo  b  insieme  colle  8ue  prime 
~ ..:.....  1, ... , , nel punto  l  Ì1u,;ieme  colle  sue  prime  À --- 1  derivate. 
Queste  condizioni  iniziali  si  indicheranno  brevemente nel. 
seguito  sotto il nome  di  condizioni  (A)  (Cf.  la  nota in fine), 
§  II.  - Il teorema fondamentale.· 
, 
3.  Sia l'equazione  diffel'onziale  ordinaria  dell'ordine n: 
(IV) 
.dove  il secondo  membro  è  una  funzione  finita  e  continua  dei 750  ONOI~A'ro  NICCOI.E'l'TI 
suoi  argomenti  e  rispetto  ad Y.  y' ... l/Hl soddisfa  alle  condi-
zioni fondamentali  di Lipschitz: 
(7) I  ( f  '  ,II  ,(>I-l))  m (  •  '  I  ,("-li)  il  A'~  l  Il  (l')  (I,:  I  <p  ;r"y,y,y  ... ,l!  -'1' :t,YI,!! l  • .. /ft  1< ,2:,1'  Y'-'lfl" 
il  !, 
dove  A  è  una  costante  positiva  o  Jinitn. 
Vogliamo  dimostrare il teoroma: 
Fim:!tè  ,i  punti  CI, b ...  l  (?d  il  punto  1'(( riahilB  ~D  sono  in  un 
intcn'allo  /Jowvenicntcllumte  lJiccolo,  si  pWl  I}"()/)((.}"Cltn  integi"ftle 
dell(t  (TV)  che  soddisfi  alle  oondizioni.  iniziali (A). 
ProcetlinUlo  por  quosto  col  me!;odo  dolio  approssimazioni 
successive  (o  illtegl'azioni  suecossivo  socondo  il  Poano) (*).  80-
stituimno  pOl'dò  noI  secondo lllombro (]ol1a  (IV)  al  posto della 11 
e  dolle  suo  dorivato dello eosttln!;j n.I'hita'al'Ìo  o,  ehinnl!1udo <ro(:t:) 
il  risultato  dolla  sost;i (;uziono,  il! j;ngl'Ìnlllo  l'  oq  IHtZiOIlO  iniziale; 
collo  eondizÌolli  iniziali  (A).  Poniamo  (!nindi: 
o  intogr'imno  sotto  lo  condizioni  iniziali  (A)  l'oquo,ziono: 
,/,,(11)  _  q)  (l')' 
~/'J  - '.  l  •  '  , 
•  {\  così  eontiuuimno  illdefìnitmnento.  In  gOlloralo  sal'Ì't: 
od  JJ~:'H  Sl1l'tt l'int;Bgl'fdG, sotto lo condizioni inizinJi (A), dell'equa-
zlOne: 
(I.: =  1, :l ...  ) 
In  '!ti  I  inlm'vallo  COll'lHmientemcllt(),  limitl/to  lJ(!j'  la  a:  e  ,i  punti 
a. b ...  l,  fil  YI: l-l  fmulo  lmifol'lIUmwnte  (((/  /tn  lilllit(!,  ('!te  è un inle-
,qmle  della  (IV)  sotto  l(?  (~muli.:::i()Jli lniziuU  (A), 
("')  Cf.  Pl~'\NO,  Generali/tè  ,';'ul!t!  f'fjlWZìlllli  cli/li'}'I'lIziaU  o/'/UI/a/'l'l',  •  Atti 
dell'Ac(J(\,domin,  d.i  'l'orino »,  21  nOVlHuhre  18117, CONDIZIONI  INIZIALI  CHE  DE'rERMINANO  GLI  INTEGRALI,  ECC.  751 
Consideriamo  infatti  le serie: 
IYl + (Y2-Yl) +  (?h --Y2)+ ... +  (Yk-t-l-·Yk) +...  . 
(8) 'Yi(Q) +  (y~(,QI_YlrQ)) +  (?la(Q) -Y2(Q» +  ... +  (Y/:+l(Q) - Y/.1{Q)) +  .. , 
t  (p=1,2  ... n--1) 
, 'flcl-(  'fl2- 'fll) +  ('fla-'fl2) +  ... +  ('fl/,+l-'fll,) +  ... 
Indicando  con  M  il massimo  valore  assoluto  della 'fll(X) -
-epoCx)  nell'Ìntervallo  che  si  considera, si avrà evidentemente, 
per la (III)  e  per la  (G): 
[ Y'J  - 1/1  [ <  '~ll f(x) I  ~  I-èò~d:c (  a(;(aJ~2;-1 )  I; 
I  y,}(}) - Yl(Q) I  <  -:;~_.  ~ì  \  (pP!-i5T  -d~xF!p-l· ~  I-a~~ \  I  a(x iia~!();)-i-l ~ I, 
p=I,2  ... n-l 
dove  il  simbolo  ~ I  ... ··1  indica  che  eseguita  1a  derÌvazione 
(l- 1  volto ripetuta rispetto ad a  (e armlog. per b ... l)  si debba 
prendere la somma  dei  moduli  dei  termini  ottenuti.  Se  quindi 
chiamiamo  con  PQ (por  p =  0, 1,2 ...  n - 1)  il massimo valore 
assoluto  di 
con  P  la somma  Po + 1\ + P'J + ... +  Pu_l, avremo evidente-
mente,  tenendo  conto  della  (7): 
Seguitando  avremo: 
l  Ya-Y21 <Po. APM; I  Ya(O)-y·},Q)1 <  p Q' APMj I  'fl3- 'fl21 <A2P2M; 
I  Y4-Yal <  Po.A2P2M;  11dO)-YaIQ} I < p e .A  2P2M;  I  'fl4-'flsl <A  np3M; 
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e  in generale,  1)01'  qualunque  k: 
19)  I  y.  yt  I < P  AIo-l pk-I M·  Il,/(0)  -yl  (al  I < P  A"-ll)1.:-1 M  \'  • 1.+1 - /,;  .  (1  •  .  .,  ,- ''+1  .  1.:  . Q'.  J:  ; 
l  <Pk+l - <PI, I < AI' pi' ]VI. 
Se  qU'indi  è  AP <.::  1,  tutte  lo  serie (8)  convergoranno  UnI-
formemonte  nell'illtol'vnJlo  che si  considera,  dondo  col  lloto ra-
gionamento (*)  deduciamo  che  la !/!'H  tendo  unifol'luomente  ad 
un  limite  y,  che  il  l'integralo  eorcnto  .. 
(V) 
4. - 'rutto dunque si riduco a  soil<lisfn,ro  la disuguaglianza: 
Il  - ..  '<..  ... 
l 
A. 
La,  (V)  non  ò  facile  u,  discnl;oro  in  modo  gonerale:  si  può 
tuttavia far vodero cho ossn, sari\' eortamollto  Aoddisfntta, quando 
i  punti a,  1>  • ,  • l,:;;  rimangono  un  in!;ol'vallo  eonvoniontomente 
piccolo. 
Una via  il  la sognente:  Indiehin.lìlo  COlI  L  !'intorvu,llo  cho 
<lontioue i  plllliii  a, b .. l  ed il puui;o  varinhilo ,I:,  eon Ila minima 
dista.l1zatradno dei puuti a,o, .. l. Sviluppando l'osPl'oflsiono di Po' 
è facilo  vedo  l'O  eho,  essendo  ~tla  doi  nUlllet'i  pORiti vi,  dipollflenti 
solo  da  p  o  dagli  ospollonH  a, Il ' . , À,  Rarh  eorbLlnonte: 
dove t  prende i valori dn 1 fìno  al massimo  dei  numeri a, ~ ...  À 
(ad  es.:  a)  e  p  va  da.  O fino  nd  n ~  1. 
N o  seguo  allora: 
e  quindi,  por soddisfare la (VJ,  hMtOrtL  che  si  u,bbia: 
(10) 
a  ",:;1  Llltl-t  ..  U 
2.1  L.a PtA  ....... l"-I··  . 
l  o  '"'  . 
l  .:::  . 
A 
(*)  Cf.  !Ld  eil,  PIOARD,  'l'l'aiti!  (l' Allltlll,qe)  tomo  l I,  pago 1304,  oel  anche 
tomo  III,  pu,g. 98. CONDIZIONI  INIZIALI  CRE  DE'rERl\UNANO  GLI  INTEGRALI,  ECC.  753 
Se inoltre i  punti  a, b ...  l  sono in numero  di  s +  1,  sarà 
anche  evidentemente 
{11)  sl<L. 
Conviene  dunque  discutere  insieme  le  due  disuguaglianze 
{lO)  ed  (11). 
Noi procederemo  come  segue.  Osserviamo  innanzi  tutto 
come,  assegnato  ad  l  un  valore  arbitrario,  si possa  certo  sod-
disfare alla (lO) i basta per questo  prendere L  minore dell'unica 
radice  positiv:a  c  dell'equazione  in x 
(12) 
Se poi  dovrà  essere  soddisfatta anche la (11),  dovrà essere 
,a  t'01,tiori 
(13) 
Inversamente,  sia  l  un  numero  che  soddisfa la  (13)  (ed  è 
possibile  soddisfarvi  con  numeri  positivi,  in  quanto  il primo 
membro  è  nullo  per  l =  O e  cresce  insieme ,con  l):  sarà allora 
evidentemente  sl minore  della  radice  positiva c della (12), nella 
quale  per  l  sia sostituito il valore tL'ovato:  basta allora  pren-
dere per L  un  numero  qualunque compreso tra sl  e  c,  e  pros-
simo  a  c  tanto  quanto  si  vuole. 
Àssegnato  adunque  l  in guisa  da  soddisfare alla (13),  ma 
,del  resto  affatto  arbitrariamente,  si può  quindi  determinare  L 
in  guisa  da soddisfare  alla  (V). 
Il teorema fondamentale  enunciato  è  così  completamente 
.dimostrato. 
5.  - Alcune  osservazioni  sui risultati che precedono. 
Si rammenti bene inmmzi  tutto, per non  esser tratti a  de-
duzioni  che potrebbero sembrare paradossali o per lo meno poco 
naturali,  che le  condizioni suesposte sono soltanto sufficienti) ma 
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che  possono  convergere  ed  in  generale  convergeranno in un in-
tervallo  piÌl  ampio  di  quello  tl'ovato. 
È  facile  inoltro  dimoshat,o  ]0  propriotù,  seguenti  dell'inte-
graJo  ?I: 
)  L )' t  l  l  "l' t  r;  -ll'  "!Il  f"  a  j  -tn ,egra ,e  li e  e  su"  cerwa.(I  l<llO  (t .. u-_·  sono  unztOn~ 
fìnite  e  oontinue  dci  'lHtlol'Ì  'tnt.dali (*). 
b)  Nell'intet'vallo  di  (~MW(Jl'.qenza  l'inte!1rale  (ì  unico (**). 
c)  Se il seoondo  membt·(}  della  (lV)  lut  le  deri/)ate  pl'bne 
rispetto  ai  81toi  /H'l'fomenti  finit(~  e.  ('ontintle)  l'-inte.rINlle  li  e  le  sue 
pl'ime  n  deJ'Ìt'lde  (lmmettono derivale rispetto ail'(tlm'i ·iniziali) p~we 
fiuile  e  (wntinuc (***). 
6,  - Il  teoroma  fondmuoni;:tlo  ~iOp1'!t dillH)sh'ato si  estende 
sonZi),  a,lmuUt  diflieolt;ìt  ai  sis\;omi  (li  oquHr.ioni  si Illul tanee  della 
forma: 
(lA)  (i=1,2 ... p) 
risoluto  CiO(ì  rispotto  alle  dori  vato  (10110  funzioni  incognite  di 
ordino  superi  oro. 
Assognn,to p01' ogni fnnziollo Il, UH gruppo di pUliti a:'l' Wi2, •••  ;ì~isi' 
o risp. di muneri ititiOL'i  positivi ail, (ti;!, ... f1.j."1l  tali eho (XiI +  ai~-I­
-1- ... --I- a.·~/ = tli;  si  pni)  dotorminu.l'o, almono finehè  i  punti ò1Jik 
od  il  punto  ;x:  l'Ìnmngono  in un illtoi'vn.Jlo eonvoniontomonte pic-
eolo,  un sistema  di  funzioni  tI. (i= l, ... p), integralo delle equa-
zioni  (l,J),  tale  che  la '!li  nssnma nol punto aJ.k (peri =  1,2 ...  p, 
li. =  1, 2 .. .  Bi • ••••  )  valori  nssognu,t.i  1t1'hit,l'nJ'i  in:;iOlllu  colle  sue 
pl'ÌIne  a,I,' -1 derivate. 
Ln.  dimoskaziono di Clllostn  tOOl'OlHn  è nll'at.to simile  n quella 
data  noI  eaHO  di  unn. sola oquaziono:  alla tlisllgllaglianza fonda-
mentalo  (Y)  se  ne  Hostitnisl:o  U1UL  pol'l'oLt;nlllonto  simile,  e  alla 
quale  si  pne)  Hoddisfnro  nello  stos!-;o  mOllo,  chiamando  ancora 
(*)  Cf.  ml  eH,  NWC!OLE'l"l'I,  8UflU  int/'y1'aU  dl'lil'  NlulIZion-i  dil1'rl'lmziali  01'-
ililtltrie,  ('0I1,'ùll'J'(tti  colite  funzioni  dei  lorol'lIlari  iniziali,  •  Hellù,  Lincoi nt 
1:;  llicmubl'O  18\lii. 
("''')  Cf.PWAIIlJ,  '1'I'Mttr  Il'aJl(/lu,~t',  tomo  111,  rlag'. l)()  €l  100. 
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con  L  l'intervallo  totale, con  l  la minima distanza tra due punti 
Xii'  del  medesimo  gruppo  (aventi  cioè  lo  stesso  primo indice). 
Il sistema integrale  soddisfa  inoltre  allo  condizioni di con-
tinuità,  unicità  e  derivabilità,  di  cui  sopra abbiamo  discorso. 
7.  - Tornando  per  semplicità al caso  di  una  sola  equa-
zione,  il  teoroma fondamentale  dimostrato  dà  luogo, quando  si 
scelgano  in  modo  particolare i  punti  a, b ...  l  e  gli  esponenti 
relativi  a, f3  ••• À,  H  tanti  casi  particolari,  alcuni  dei  quali no-
tevoli.  • 
Se  si  suppone  che tutti i  punti  a, b: .. l  coincidano in uno 
(che  aVrft  allora. nn.turalmente  come  esponente il numero  n)  si 
ricade. nel teorema  clnssico  di  esistenza,  dovuto  a  Cauchy.  In 
questo caso In,  clisuguagliam:a fondamentale (V) prende una forma 
molto  piÌl  semplice  e  piÌl  facile  per la  discussione. 
Se  si  suppone  invece  che  i  punti  a}  b ...  l siano in numero 
di  n  (e  quindi  eia,senno  coll'esponente  1),  si ha  un  integrale 
dell'equazione  data,  che  assume  in n  punti  valori  assegnati (*). 
'l'or)remi  aI'fntto  analoghi valgono  evidentemente per gli in-
tegrali  del  sistema (H). 
Sostituendo  poi  all'equazione  (h1ta  (o  al  sistema (14)) un 
sistema equivnlento,  introducendo come nuove funzioni incognite 
dolle  derivàte  delle  funzioni primitive, oppure  anche prendendo 
come nuove funzioni  incognite  delle  funzioni note delle funzioni 
incognite  date  e  delle  loro  derivate,  dal  teorema fondamentale 
si  deducono  tanti teoremi  particolari,  che in  casi speciali pos-
sono  riuscire molto  utili:  ma  a  queste ed altre  ovvie  deduzioni 
del teorema fondamentale  basti avore  appena  accennato. 
§  III. - Estensione del teorema fondamentale 
ad  una  classe  di  equazioni  a  derivate  parziali. 
8. - PU()  forse  interessare 1'estensione  dej risultati prece-
denti a  quella  classe  di equazioni a derivate parziali, delle quali 
diedi  alcune proprietà in una memoria  pubhlicata negli  "Atti 
dell'  Aecademia  di Napoli"  del  1896 (**). 
(*)  Cfr.  ProAIW,  :l'l'aUt!  d'Analyse,  tomo III,  pago 94-100. 
(**)  Cf.  NlCCOLl!1~~I,  Stlll'esteltsione  de·t  metodi di  Piea1"d  e di Riem(tnn ad 
tma classe d·t  equazioni a  de!"ivatel)cH'zùtli, • Atti dell'Accademia delle Scienze 
di  N~tpoli "'  volo  VIII,  serie II,  nO  2,  1896. 756  ONOllNl'O  NICCOLE'l"rl 
Limitiamoci per semplicith al caso di  due  variabili indipen-
denti e  di  una sola eqqazione: 
(VI)  ()a;m-j~~~:"  =  <p (z, p, q,  ..  ,  'iJ~~:;tii-' '" ) 
(C011  i =  0.1 ... m, k =  0,1, .,. n,  i +  k  :~:- m +. n-l), 
di  cui il secondo  membro  soddisfì  alle solito  condizioni di Lip-
schitz. 
Indichiamo con XO, ;Cl ••• x.(s .,:; m) ; Yo, 1/1 .•• ll/Ct  ::c::: n)  dei nu-
mori reali  arbitrari,  con  ah, al ...  a., ; 130,  ~l ...  ~/.  dei numeri in-
tieri  e  positivi  tali  che  a(} + al -+- , .  ,  ~I- a., =  In, Bo +  131 + '  .. 
.  .  .  +  !3t =  n;  o  poninmo: 
(Hj)  t,(·,,) - ("1'  - .,. )au  (  ..•  - ,  ..  )fX:  (x - m  )a  •. 
M.!"  -- ."  '''''U  0.'11  ~·v 1  j..  I  tV  8  " 
y(y) ~.= (y -lIn)/Jo (y "'-/11)/1\ ... (Y  ._- Yt)(Jt, 
(JonRh1ol'Ìmllo  poi  l'oqulLziono: 
(16) 
ò"'+"~  .....  - ..  -- O 
()a:"'  Ò  !l''  - , 
il  (mi  intogmle  gellornlo  (J: 
m.-l  it ~ l 
~ _  ~  ,  ..  i Y  I- ";;'  "/'''~ 
~ - .r~j  •  .v  i - .r·.l,' ~I  - .. "  /: 1 
o  (I 
dovo lo X  sono funzioni arbitrario dolla solu. ;c,  lo Y  della. sola y. 
Mediante  risoluzione  di  equazioni linoari Ò pO!'1sibile  detorminare 
lo x:  o  le Y  in guisa da avero un integrn,lo  '~l  della (H:i),  elle sod-
diRfi  allo COlltlizioni iniziali  soguenti  (ehe  (liromo  IlOndizioni (B»: 
.LUtt!/o  la  carrttteriiltion  m =  a)i (o  Il =  ?II,)  l'intc!lmle Zl  prende 
valori  assegnati  a,rùitt'al't  in.'lieme  (~olle IHW  lwime  a, --- 1.  (o  ~1.:  - 1) 
rlel'iNtte  1'ispl'tto  ad x  (o  ad ?I),  Ci =  0, 1 .. , H, k =  O,  1 . , . t). 
Considoranclo  poi  la funziono: 
1  .  ò  (J,o-lllo _. 'j 
(l  7)  z!! =  -(ll~=l)!(;~=-l)Tf(tc)g(y) 2x02!!u()~illà!l"':'I{)yijG=jA(xoyo), 
dovo: 
(17')  A(.'Vo Yn) = 
- \  au ~u  JX  S!l  (,  .)l1I-t (.  . )"-1  (,  ) l,  dy ì  - l-f\(J.~i(:;;~\fTfj~i(YujC';l=~~)iY=y~j  "'o  l/o  .vn-:~'Yo--Y.  <p  ;C!I  (X  l' 
ossa  è  un  integrale  doll'  oqlUtziolle: 
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il quale lungo la caratteristica iV = iVi(Y = Yk)  si annulla insieme 
colle  suè  prime  ai - 1  (~I' - 1)  derivate  prese  rispetto  ad  x 
(o  ad y). 
N e  seguo  che la funzione 
(19) 
è  un integrale  della, (18) che soddisfa alle  condizioni iniziali CB}. 
Posto  ciò,  il solito metodo delle approssimazioni successive 
dimostra il teorema: 
Almeno  {inchè  le  caratteristiche  x = Xi, Y =  yl,  ed  il punto 
vada  bi  le  (xy)  1"imangono  in un'  (wea  l'ettangola1'e  convenientenwnte 
piccola,  (J  'possibile  detenninare  un integmle della (VI), che soddisfi 
alle  condizioni  iniziali  (B).  . 
Il  metodo  di  dimostrazione  è  identico  a  quello  tenuto  per 
In,  equazione  (IV);  allo  quantittt  p]"  vanno  sostituite  delle altre 
Pr"  Qr  relativo  risp.  H,lln  sola  variabile  x  (od  y);  la P  prende 
la forma: 
m  n 
]) - ""  ""  IJ  Q  .  .  - .LJl.i  41r  .  Iv  1', 
O  (I  (1'+ le <m +  n - 1) 
e la disuguaglianza P <1:  si  può  discutere in guisa affatto ana-
loga  a  quella  dol  nO  "i:  si  vedrà anzi in questo  caso  una lati-
tudine molto maggioro od una certa al'bitrarietit nel fissare l'area 
rettangolare  di  convergenza, 
NOTA al §  1. 
La formula  (III)  è  un  caso  particolare  della  seguente, che 
enuncio  soltanto.  Sia. 
(a)  y(n)  +  al  y(n-l} +.,. -I- a,,_lY' +  a"y =  g(x) 
un'equazione  lineare  completa  a  coefficienti  costanti:  e  l'equa-
zione  (larattol'istica  dolla  equazione  omogenea  abbia le radici 
distinte  0"1'  o"z  '"  0"1'  degli ordini /-lI.  /-l2  ... llp  (con /-ll+ ,  .. +pp=n);  . 
.  e  SIa: 
(B)  <p(0") =  (O"  - O"tl/t1  CO"  - 0"2)tl-o.,.  (O" - O"p)/tF, 
Poniamo  inoltre: 
CT)  A =  1/(a) +S:h(z,a)!l(z}dz; ... ;  L=y(l)  +J~h(z,l)g(z)dz. 
dove: 
(b) 
fAi e - o/{s-t)  I 
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coll'avvertenza  che  ove  una  delle Ci,  ad es.:  <TI  sia  zero,  si ese-
guiscano  le derivazioni ad essa relative supponolldola  diversa da 
zero  e  quindi  si  faccia  uguale  iL  zero  lIoI  risultato, 
Poniamo  infine  por  bl'ovitiL 
6,hf  òhf  6,/"( _  ò/''{' 
Il - =  òll,i- ,  /.  - "t"i'-
Oon  queste  convenzioni,  l'equazione: 
..  '"  ~  ..s 
".,  ....  .... 
I  I 
'"  ...  '"  - -- -, 
~  I:::: 
H  '"  15  15 
""  ""  -
.-< 
I  I 
~  ...  ....  -- -- ~  ,... 
'" 
..  .. 
15  6" 
'" 
"., 
H  I:::: 




-'"  ~ 
"  <J 
;s  .,., 
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d01;B  per  y(a),  ?l'(a) ... y!a.-ll(a);  y(b),  l/Cb) ... y(f3-ll(b)j  ..... l/(l', 
·y'(l) .. , y(A-l)(l)  si pon,qàno  dei  valm'i  arbitrarii  definisce  un inte-
grale  y  della  (a),  che  soddisfa alle  condizioni  iniziali  (A). 
La  dimostrazione,  non  difficile,  della formula  (E)  si fo1ida 
sulla derivazione  dei  determinanti  e  sulle uguaglianze rr)  e (II) 
del  § 1. 
Facondo nella (E)  p = l,  0"1 = 0, M1 = n, si ricade nella (III), 
Quando  ì coefficienti Cto, al'"  (I"  siano reali ed alcune delle O" 
complesse  (a  coppia  coniugate)  è  facile  dare  una forma  priva 
di immaiinarii  all'Hquazi0ne  (E). 
Sulla  curvatura  delle  'varù:tà 
tracciate  sopra  1tIUl  var·ietà  quahmque; 
Notn.  II  elel  Prot'.  ]~UIGI mmZOLARI. 
Le  proposizio1li,  che  nel1tL  Nota precedente C) furono dimo-
stl'ate  ricort'ondo  a.d  una scelta speciale dogli  a8::;i  coordinati, si 
possono  altresì.  stabilire facendo  U80 d'un sistema  di  coordinate 
di  Wgmn,s'I'H.ASS  affatto  arbitral'Ìo:  questo  nuovo  metodo,  che 
certamente  ò  meno  semplice  di  quell'altro,  ha però  su  esso  il 
vantaggio  di  condurro  1101  medesimo tempo ad ulteriori notevoli 
consegUGllze. 
Come  in  quella.  Nota,  lo  nostre ricerche riguarderanno una 
varietà  V",  ad  m  dimonsioni,  immersa  in  uno  spazio  S"  di  n 
dimensioni  e  di  curvatura  Itiemanniana  costante -ti'  essel1(~o  k 
reale  (anche  infinito),  o  puramente imaginario.  Data  sopra V  m 
una  qualsiasi  va1'Ìei;ìtW"  di  11  dimensioni,  e  fissato  su  essa ad 
arbitrio  un  punto P,  chiameremo  ancora  Wl~'  la vadetà  di  h 
dimensioni,  che  si  ottiene proiettando  vVh  sullo  spazio  lineare 
Sm  ad  1n  dimensioni  tangente in  P  a  Vm ,  e  Wl,")  la varietà ad 
(*)  Sttll(~  ottl'vatw'(t  deUe  'l)lt>"itJtà  ll'uaùtte sopra una va/'ietù  qualunque, 
, Nota I  ("  Atti  delht R.  ACCl~cl, delle Scienze di 'rotino  ».  vol. XXXIII, p. 692). 